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Using his theory of combinatorial species, Andre Joyal proved in Advan. in Math. 
42 (1981), l-82 a combinatorial form of the classical multidimensional implicit 
function theorem. His theorem asserts the existence and (strong) unicity of species 
satisfying systems of combinatorial equations of a very general type. We present an 
explicit construction of these species by using a suitable combinatorial version of 
the Lie Series in the sense of W. GrGbner (“Die Lie-Reihen und ihre Anwen- 
dungen,” D. Verlag d. Wiss., Berlin, 1967; “Contributions to the theory of Lie 
Series,” Bibliographisches Institut - Mannheim, Hochschultaschenbiicher, 
Mannheim, 1967). The approach constitutes a generalization of the method of 
“6closions” (bloomings) which was used by the author in (J. Combin. Theory Ser. A 
39, No. 1 (1985), 52-82). to study multidimensional power series reversion. 
Remarks concerning the applicability of the method to solve certain combinatorial 
differential equations are also made at the end of the work. (’ 1985 Academic PM, IIK 
1. INTRODUCTION 
Dans sa forme la plus simple, le thtorkme classique des fonctions implici- 
tes (TFI) s’knonce habituellement comme suit: 
THI~OR~ME 1.1 (TFI, version classique). Soit f: Q + 58 une fonction de 
classe C’ dont le domaine 52 est un ouvert de R x R contenant le point 
(X”, Yo). si 
(1.1) 
alors il existe un voisinage ouvert U x V c R x (w de (x,, yO) et une unique 
fonction a: U -+ [w de classe C’ satisfaisant 
(Vx E U) (Vy E V) [f(x, y) = coy = a(x)]. (1.2) 
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FIGURE 0 
La condition (1.1) signifie geometriquement que le vecteur gradient Vf 
au point P = (x,,, yO) n’est pas horizontal (voir Fig. 0). La condition (1.2) 
affirme que la f-courbe de niveau qui passe par P est identique, au voisi- 
nage de P, au graphe d’une certaine fonction a(x), dite implicitement de& 
nie. 11 est clair et bien connu que ies points oti Vf est horizontal (parmi les- 
quels se trouvent les points singuliers de f) ne donnent localement pas lieu, 
en general, a une telle relation fonctionnelle (voir par exemple les points Q 
et S de la fig. 0). 
11 existe une version Clegante du TFI (voir theoreme 1.2 plus bas) qui 
consiste a ramener le probleme de I’existence de la fonction a(x) a celui de 
la recherche d’un point lixe d’une certaine contraction definie sur un espace 
fonctionnel bien choisi. Cette version “point fixe” du TFI posstde le grand 
avantage de permettre de calculer des approximations successives de la 
fonction a(x) et renferme toute une combinatoire interessante que nous 
etudierons dans la prochaine section. 
Situons nous, saris perte de generalitt, dans le cas ou 
(x0, Yo) = (0, 0) et c=o (1.3) 
et definissons une fonction auxiliaire m = m(x, y) par 
On remarque que 
m(O, 0) = $ (0,O) = 0 (1.5) 
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et 
.f(& Y) =0-y = 44 Y). (1.6) 
On en conclut que la version classique du TFI est tquivalente A la suivante. 
TH~OR~ME 1.2 (TFI, version point fixe). Soit m = m(x, y) une fonction de 
classe C’ d@nie au voisinage du point (0, 0) et satisfaisant (1, 5). Alors il 
existe une unique fonction a = a(x), de classe C’ sur un ouvert U asset petit 
contenant f’origine, satisfaisant 
a(O)=0 et (Vx E U)[a(x) = m(x, a(x))]. (1.7) 
La demonstration du thtoreme se resume comme suit. Pour un intervalle 
ferme J assez petit dont l’interieur contient l’origine, la transformation 
11 H Kh dttinie par 
(Kh)(x) =4x, h(x)) (1.8) 
donne lieu a une contraction K: B --+ B oti B est une boule fermee assez 
petite, centrte a l’origine dans l’espace de Banach 
V= {h:J-+RIh(O)=O, h continue} (1.9) 
muni de la norme uniforme. Comme B est un espace metrique complet, le 
principe des contractions de Banach s’applique et a = a(x) E B est l’unique 
point fixe de K, i.e., a = Ka. De ce fait, un court calcul montre que a nest 
pas seulement continue mais est aussi necessairement de classe C’ dans 
u= .I. 
11 est a noter que lorsque m(x, y) est analytique autour de (0,O) alors 
a(x) est aussi analytique autour de 0. Un peu plus gentralement, si m(x, y) 
est une serie formelle, il en est de m&me pour a(x). 
C’est la signification combinatoire des coefficients de a(x) en rapport 
avec ceux de m(x,y) que nous nous proposons maintenant d’ttudier et d’ex- 
pliciter. 
2. LA COMBINATOIRE SOUS-JACENTE 
Pour analyser combinatoirement le TFI il faut nous situer dans le con- 
texte de la theorie des especes de structures au sens de Joyal [3]. En utili- 
sant une terminologie suggestive. de Labelle [S], considtrons, a cette fin, 
deux sortes de points: ceux de la sorte X, appeles “feuilles” et ceux de la 
sorte Y appeles “bourgeons.” Donnons-nous aussi une espkce A4 = M(X, Y) 
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portee par ces deux sortes de points et satisfaisant les conditions (voir 
(1.5)) 
(2.1) 
c’est-a-dire qu’il n’y a pas de M-structure portee par le vide ni par un sim- 
ple bourgeon. Enfin, pour faciliter la visualisation de ce qui va suivre, con- 
venons de rep&enter une M-structure, placee sur un ensemble fini quel- 
conque de feuilles et de bourgeons, par un schema du type de la fig. I. 
Dans cette figure, la M-structure est symbolisee par un arc de cercle, cen- 
tre en un point d’ou partent des “tiges” courtes (droites) et longues (ondu- 
lees) attachees respectivement a des feuilles et des bourgeons. Dans l’exem- 
ple, la M-structure est port&e par un ensemble de 7 elements forme par 4 
feuilles et 3 bourgeons (ou, ce qui revient canoniquement au meme, par 4 
tiges courtes et 3 tiges longues). Noter que les feuilles dans les figures 
seront toujours considertes comme distinguables les unes des autres bien 
qu’elles soient reprtsentees graphiquement par le mCme symbole. M$me 
remarque pour les bourgeons {et mini-bourgeons, voir plus bas) apparais- 
sant dans toutes les figures. 
Notre but est d’analyser la nature d’une espkce A = A(X) portant unique- 
ment sur des ensembles non-vides de feuilles (i.e., ,4[4] = 4) et qui soit 
solution d’une equation combinatoire de la forme 
A=M(X,A). (2.2) 
A strictement parler, une telle solution consiste en un isomorphisme 
nature1 (sowjacent) permettant de decomposer, de facon canonique, toute 
A-structure en une M-assemblee de feuiiles et de A-structures (voir fig. 2). 
En fait, les bourgeons de la fig. 1 ont simplement Ctt remplacts par des A- 
structures. 
381 
FIGURE 2 
En it&ant cette decomposition canonique on obtient eventuellement une 
arborescence dun type tres particulier (voir fig. 3) que nous appellerons, 
pour simplifier, une M-arborescence. 
On remarquera que les conditions (2.1) constituent, en quelque sorte, 
des “conditions d’arret” qui empechent un deploiement illimite de decom- 
positions canoniques emboittes. 
Nous avons done etabli un contexte purement geomttrique pour la ver- 
sion’ combinatoire suivante, due a Joyal [3], du theoreme des fonctions 
implicites. 
THBOR~ME 2.1. (TFI, version combinatoire). &znt don&e une espkce 
M= M(X, Y) satisfaisant les conditions (2.1) alors l’Cquation combinatoire 
A=M(X,A) 
caractkrise, 6 isomorphisme p&s, une unique espke A = A(X) pour laquelle 
At-41 = 4. 
FIGURE 3 
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La demonstration de Joyal est assez algebrique et se situe, en fait. dans 
un contexte multidimensionnel. De plus, il a etabli une unicite forte au sens 
suivant: &ant donnees deux solutions 
A, zMM(X, A,) et Aza4(X, A2) (2.3) 
(c1r, CQ iso) alors il existe un uniyue isomorphisme cr rendant commutatif le 
diagramme 
A, A M(X, A,) 
(2.4) 
Nous renvoyons le lectern a [3] pour les details. 
Four des raisons pratiques evidentes, la solution que nous conviendrons 
de choisir est l’espke A = A(X) des M-arborescences (fig. 3) munie de son 
isomorphisme nature1 sous-jacent (fig. 2). 
Nous nous proposons maintenant d’etablir combinatoirement une ,fbr- 
mule explicite pour l’espece A. 
Cette formule sera du type Lie-Griibner [ 1,2] puisqu’elle fera appel a 
l’exponentiation d’un opkrateur differentiel bien choisi (voir Theortme 2.6 
plus bas). I1 en resultera, en particulier, une expression explicite, facilement 
calculable sur ordinateur, pour les coefficients a,, de la serie gtneratrice 
(2.5) 
de l’espke A. La combinatoire sous-jacente a ces developpements requiert 
une generahsation des notions de gerbe et d’kclosion deja introduites par G. 
Labelle [S] lors d’un traitement combinatoire de l’inversion des series for- 
melles. 
DEFINITION 2.2 (M-gerbe). De facon genkique, une M-gerbe est une 
structure qui se d&kit gtometriquement par la fig. 4 et qui est portbe par 
trois sortes de points: les feuilles (de sorte X), les bourgeons (de sorte Y) et 
les mini-bourgeons (de sorte T). Une M-gerbe est de “longueur” arbitraire 
et contient toujours une unique feuille qui est situ&e dans son “bouquet ter- 
minal.” 
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LEMME 2.3. L.es M-gerbes constituent une espPce d&rite par la formule 
XM,(T, Y)UM,(T, Y)) (2.6) 
06 M,(T, Y) = dM( T, Y)/dT, M2( T, Y) = lJM( T, Y)/aY et L(X) = l/( 1 - X) 
dhigne 1’espPce des ordres lindaires. 
Dkmonstration. Par dttcoupage (voir fig. 5) on constate qu’une M-gerbe 
consiste en une suite finie de M,(T, Y)-structures mises bout-i-bout (d’oh 
le L) suivie d’une M,( T,Y)-structure, elle-mime suivie d’une X-structure 
(l’unique feuille du bouquet terminal). 1 
DEFINITION 2.4 (M-tclosion). Soit Y = Y’(X, T, Y) une esphce don&e. On 
dit qu’une Y-structure s a subi une M-Cclosion si l’on a appliqui: B s l’une 
ou l’autre des deux optrations suivantes: 
FIGURE 5 
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(I) Choisir un mini-bourgeon et le remplacer par une feuiile ou 
(IT) Choisir un bourgeon et le remplacer par une gerbe. 
Selon le cas, on dira que I’eclosion est de type (I) ou de type (II). 
11 est a noter que dans cette definition, l’on doit garder une trace de I’en- 
droit ou etait situ& le mini-bourgeon (resp. bourgeon) avant sa disparition. 
LEMME 2.5. Les Y-structures uyunt subi une M-Pclosion constituent une 
espkce PP. L’ophteur r se d&it par la ,formule 
l-=X9 (2.7) 
oli 9 est l’optrateur dljjfkrentiel combinatoire 
De plus, l’opkrateur r possPde combinatoirement des puissances divisees 
ainsi qu’une exponentielle 
e’= eXp = n$ f (X9)“. (2.10) 
DPmonstration. Pour montrer qu’une F&structure s’identifie canoni- 
quement a une (X9)Y-structure, on n’a qu’a utiliser la definition com- 
LES DELM TYPES 
D%aosms 
FIG. 6. Les deux types d’iclosions. 
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binatoire des opkrateurs a/aY, d/iYT et appliquer le lemme 2.3 (voir fig. 6 
dans laquelle l’arc ondult: reprksente la Y-structure en jeu). 
Pour tttablir l’existence combinatoire des puissances divistes (2.9) on 
pro&de comme suit. Considtrons une (Xg)“y-structure (I obtenue d’une 
!&structure s A l’aide de n Cclosions successives. La structure G possZde 
done exactement n feuilles qu’il s&it de numtroter de 1 A n pour connaitre 
l’ordre (et l’endroit, cf. [S]) des kclosions qui leur ont don& naissance 
(voir fig. 7). En oubliant cette numkotation, on obtient une structure que 
nous appellerons 6. En faisant agir le groupe symttrique S, sur la 
numkrotation de 0 on obtient exactement les n! structures distinctes 
fJ, = 0, 02, 03 )...’ 0 n ! (2.1 I ) 
toutes d’esptke (Xg)‘vl, qui donnent lieu, par oubli, h ce b (rappelons ici 
que, dans toute figure, deux feuilles, bourgeons ou mini-bourgeons sont 
toujours supposes distinguables entre eux). Les orbites de cette action, 
pour 0 variable, constituent l’espkce not&e l/n!(X~)“Y. La strie (2.10) est 
sommable puisqu’une ex3 y-structure doit obligatoirement consister en une 
!&structure ayant subi un nombre indktermink (mais hi: n) d’itclosions 
dont l’ordre est oublik. m 
Nous pouvons maintenant knoncer un rksultat central. 
T&OR&ME 2.6 (TFI, version combinatoire par kclosions). L’esptce 
A = A(X) des M-arborescences, caractkriste implicitement par Pkquation 
A=M(X, A) 
FIGURE I 
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posskde la repkentation comhinutoire explicitc 
A(X) = e”Yl7‘=~),y=o (2.12) 
oti r= X9 reprksente I’ophateur d’tclosion (don& par (2.7) et (2.8)). Plus 
gdntralement, la formule suivante 
@(KA(X))=er@(X Y)l,,,,,,o (2.13) 
est combinatoirement valide pour toute espPce Q, = #(A’, Y). 
DPmonstration. Dkfinissons une espkce auxiliaire K = K(X, T, Y), $ trois 
sortes, par la formule 
K(X, T, Y) = erY. (2.14) 
Ainsi, une K-structure s’obtient d’un simple bourgeon par un nombre 
indktermink dklosions dont I’ordre est oublik. Pour des raisons tvidentes 
(voir fig. S), on pourrait appeler une K-structure, une M-arborescence 
“bourgeonnante.” 
Lorsqu’aucun bourgeon, ni mini-bourgeon, n’est prtsent dans la K-struc- 
ture, on obtient prtcistment une M-arborescence ordinaire (portant uni- 
quement sur des feuilies) au sens de la fig. 3. C’est done dire que i’on peut 
effectuer la substitution T= 0, Y = 0 (oti 0 dksigne I’espkce vide) et krire 
l’lquation combinatoire 
A(X)=K(X,O,O)=erYI.=,,,=o (2.15) 
FIGURE 8 
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La formule (2.13) se dkmontre de fac;on similaire en remaryuant d’abord 
ve 
e’@(X, Y) = @(X, K(X, T, Y)) (2.16) 
et en faisant ensuite T = 0, Y = 0 (faire Y = @ dans la figure 7, oublier l’or- 
dre des Cclosions et enlever les bourgeons et mini-bourgeons). 1 
COROLLAIRE 2.7 (Calcul des coefficients). Les co@cients a, de la sPrie 
gfktratrice (exponentielle) 
u(x)= 1 un$ 
nao . 
de l’esphce A = A(X) sont don&s explicitement par 
a, = nombre de M-structures portke par n feuilles 
oti m(x, y) dhigne la strie gtnhatrice (bi-exponentielle) 
de l’espkce M = M( X, Y). 
DPmonstration. I1 suffit de remarquer que l’espkce des M-arborescences 
portke par n feuilles est donnCe par la formule 
f (X9)“YI T=o.Y=o 
et de passer aux shies gtnkratrices sous-jacentes (ici, la strie gknkatrice de 
l’espkce T des mini-bourgeons est rkduite A la variable t). 1 
Remarques. Plus gCnCralement, (2.13) fournit une Ccriture explicite 
pour la sCrie cp(x, a(x)) oti cp = cp(x, y) est la strie ghhratrice d’une espkce 
quelconque don&e B deux variables. Evidemment, A cause de leur carac- 
tkre polynbmial (en les rnP,“), les formules obtenues demeurent valables 
lorsque les coefficients des shies impliqukes appartiennent A un corps 
(commutatif) quelconque de caracttristique ztro. Les cas particuliers 06 
m(x, Y) = xR(y), R(O) # 0 (2.19) 
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et 
m(x, y) =x + G(y), G(0) = G’(0) = 0 ( 2.20 ) 
correspondent respectivement aux probl&mes de I’inversion des skies for- 
melles y/R(y) et y-G(y) sous l’opkration de substitution tels que trait&s 
combinatoirement dans [4, 5). 
Pour continuer, disons quelques mots du cas multidimensionnel. Con- 
sidkons une famille d’espkces 
M,(X ,,..., x,; Y I,..., Y/d, i = l,..., p (2.21) 
portant chacune sur k i-p sortes de points X, ,..., A’,, Y ,,..., Y,. Joyal [3] a 
montrk que si 
Mi[#,..., 4; O,..., 41 = 4, i = I)...) p (2.22) 
et que si la matrice jacobienne 
(2.23) 
est nilpotente (4 = ensemble vide) alors le systkme d’tquations com- 
binatoire 
A, = M,(X I,..., x,; A I )...) A,), i = l,..., p (2.24) 
d&nit implicitement (A unique isomorphisme de solutions prQ) une unique 
famille d’espkces 
A;= A,(X I,..., X,), i = l,..., p (2.25) 
portant chacune sur les k premiires sortes de points X1,..., X,. 
Pour obtenir g6omCtriquement une reprksentation explicite des espkces 
A, on doit d’abord considtrer k sortes de feuilles (les Xi, i = l,..., k), p sor- 
tes de bourgeons (les Y> j= l,..., p) et k sortes de mini-bourgeons (les T,, 
i = l,..., k). Le lecteur vkrifiera sans peine que l’on peut alors visualiser une 
A,-structure comme &ant une arborescence du genre de celle de la figure 3 
mais dans laquelle, cette fois-ci, chaque sommet (i.e., point de branchement 
ou feuille) est affectk d’un indice, reprksentant une sore, tout en suivant les 
conventions suivantes: 
(1) La racine est affect&e de l’indice i. 
(2) Si un point de branchement est affect6 de l’indice j alors l’arc de 
cercle plack A ce point reprisente une M,-structure. 
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(3) L’indice dune feuille reprtsente sa sorte. 
I1 ne faut pas confondre la presente numerotation avec celle de la fig. 7 
qui representait plutbt un ordre temporel d’eclosions. A cause de cette 
representation geomttrique, une A,-structure peut aussi Ctre appelte une 
M-arborescence de la sorte i (ou i = l,..., p et ou M designe la famille 
t”j)l<j<p). 
En utilisant des affectations d’indices analogues (touchant aussi les 
bourgeons et les mini-bourgeons), on peut definir p sortes de M-gerbes a 
partir de la fig. 4. Une M-gerbe est declarte de la sorte j si sa racine est 
affectee de l’indice j (j= L..., p). Le concept de M-tclosion se generalise, 
dans le present contexte, en remplacant les deux types d’eclosions de la 
definition 2.4 par les suivants: 
(Type I) Choisir un mini-bourgeon et le remplacer par une feuille de 
su propre sorte. 
(Type II) Choisir un bourgeon et le remplacer par une M-gerbe de sa 
propre sorte. 
Si Y= y(X,,..., X,; T ,,..., Tk; Y ,,..., Y,) est une espece (multisorte) alors on 
designe par TY l’espece des Y-structures ayant subi une eclosion. Par une 
argumentation semblable a celle utiliste dans le lemme 2.5, on voit 
facilement que les puissances divisees p/n! sont encore definissables com- 
binatoirement en termes d’tclosions successives dont l’ordre est ensuite 
oublie. On obtient le rtsultat suivant. 
TH~OR~ME 2.8 (TFI version combinatoire multidimensionnelle par 
iclosions). Soit M= (“,)l<j<p= (M(X,,..., Xk; YI,-., Y,))I slsp we 
famille d’espdces satisfaisant (2.22) et (2.23). La famille A = (Ai), <,*,, 
d’espkes qui est caractt+isPe implicitement par le systkme d’iquations 
A, = M,(X, ,... , X,; A,, . . . . A,,), 
A, = M,(X, ,..., X,; A, ,..., A,,), 
(2.26 
A, = M,(J’, , . . . . X,; A, ,..., APL 
possSde la representation explicite suivante. Pour i = l,..., p on a 
A,(XI ,..., Xk)=e“Y,Itlr... =rk=o , .c yp=o (2.27 
oti r est I’optrateur diffirentiel (de M-Pclosion) 
(2.28) 
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et ou 
est la matrice d’esphes 
(2.29) 
Dans (2.29), I dhigne la matrice identitP de dimension p, aM/aY dhigne 
la matrice jacobienne (aMi/ I’,) de dimensions p x p, aM/aT dhigne la 
matrice jacobienne (aMJaT,) de dimensions p x k et t dhigne I’opPrateur 
matriciel de transposition. 
Ddmonstration. En definitive, il reste a verifier que I’operateur 
d’tclosion multidimensionnel introduit plus haut est canoniquement iden- 
tifiable a l’operateur differentiel (2.28). S’il s’agit d’une Cclosion du type I 
alors, pour un certain indice E, un mini-bourgeon de la sorte a a ite rem- 
place par une feuille de la sorte x. Ceci correspond bien a l’effet du terme 
general X,(a/aT,) de la somme de gauche dans (2.28). D’autre part, s’il 
s’agit d’une eclosion du type II alors, pour un certain indice /?, un bourgeon 
de la sorte /3 a Cte remplace par une gerbe de la sorte p. Soit cx la sorte de 
l’unique feuille de cette gerbe et r b 0 la longueur de sa tige. 
La fig. 9 est typique de la situation (ici pour k= 8, p =9) et montre 
qu’une telle gerbe est, pour certaines valeurs de ,j,,...,j,, une structure 
appartenant a I’espece suivante 
, aM,, ?M, 
‘- a~,, , r~,~ 1 (2.30) 
FIGURE 9 
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En regard de la somme de droite dans (2.28), il suffit done de verifier que la 
somme, pour r, j,, j, ,..., j, variables, des espkces (2.30) est, en fait, 
isomorphe a l’espece X,C,, Ceci se voit directement puisque l’on a, par 
definition de C 
c=(aM/ar)l[I+(aM/aY)+ ... +(dM/?Y)'+ .'.I' (2.3 I ) 
et que la serie geometrique est sommable a cause de l’hypothbe que la 
matrice jacobienne (aM/a Y) est nilpotente a l’origine. m 
Bien entendu, la formule plus generale suivante 
@(X, ,...? Xki A,, . . . . A,)=eQw- I,..., x,; Y I,..., Y,)l,,=. =Ikco (2.32) 
Y, = = ,h=o 
(ou @ est une espece a k +p sortes) se demontre de facon semblable. Le 
theoreme 2.8 demeure aussi valable dans le contexte, plus restreint, des 
series formelles. 11 s’agit alors, a quelques notations pres, du resultat classi- 
que de Grobner [ 11. 
Nous concluons par quelques remarques concernant les equations dif- 
ferentielles. On sait [2] que la methode des series de Lie permet aussi de 
rtsoudre des systbmes d’tquations differentielles (non-autonomes) aux con- 
ditions initiales 
Y’;(X) =.fib, YI 1 ,vZ,...d$ 
YllxO) =Yi.O, i = 1, 2,.... p 
(2.33) 
oh les .1; sont des fonctions analytiques autour du point 
(x0, Yl.0, J(2,OY~ Yp,,) E w+ ‘. La solution J’, = a,(x), i = 1, 2 ,..., p, peut 
s’ecrire sous la forme explicite 
a,(x) = e(x--~o)q f = ‘o (2.34) 
“I = V,.,], 12 = .,z.o. .Jp = I&O 
Oil 
^ 
.g =g + f .I$, y I,..., y/J $. 
,=I I- I 
Quittes a modifier les fi nous pouvons, saris perte de generalite, supposer 
que 
0 = x0 = y,., = y,., = . . = vp,o. (2.36) 
Nous sommes ainsi amen& a poser le probleme combinatoire suivant: 
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Trouver une famille d’espices (A,(X)), <, ~,, satisfaisant le systeme 
d’equations differentielles combinatoires, aux conditions initiales 
Y’, = F,(X. Y I,...’ Y,,), 
yic43 = 43 i= 1 ,..., p 
(2.37) 
oti les F; sont des especes don&es i p + 1 sortes. 
On peut aiors esptrer obtenir une solution de la forme 
A,(X)=eXp Yilrzo (2.38) 
Y, = ~ Y,-0 
Od 
s=gT+ f: <,(T, Y ,,..., r,); 
/‘I / 
(2.39) 
est l’opkrateur differentiel combinatoire correspondant a (2.35). On se 
heurte cependant a l’obstacle suivant: 
Les puissances divisPes (Xg)“/n! de I’opkrateur X9 ne sont pas toujours 
dkfinissables combinatoirement (au sens de la preuve du lemme 2.5). 
Ceci est dti au fait qu’un systeme de la forme (2.37) ne possPde pas tou- 
jours de solution combinatoire au sens des espkes de structures (bien que 
dans le cas plus restreint des series formelles, on a toujours l’existence et 
l’unicite de la solution). 11 peut m&me exister plusieurs solutions com- 
binatoires non isomorphes. Par exemple, si P,,, et L designent respec- 
tivement l’espece des partitions en deux paires et l’espece des ordres 
lineaires alors on peut montrer (voir [6]) que 
y’ = P2,2(X), 
YCdl = d 
ne possPde pas de solution combinatoire Y = .4(X), tandis que 
y’= L(X), 
ycdJ3 = 4 
(2.40) 
(2.41) 
possede une infinite (non denombrable) de solutions non-isomorphes! 
Cependant, lorsque l’opkrateur X9 possbde combinatoirement des puissan- 
ces divisles alors la formule (2.38) peut fournir une solution de (2.37). Par 
exemple, l’operateur 9 associe A 
y’=l+Y. 
YC41= 4 
(2.42) 
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(ou 1 designe l’espece de l’ensemble vide) prend la forme 
g= ( -&+(l+ Y)gy 1 (2.43) 
et X9 possede combinatoirement des puissances divistes. I1 fournit la 
solution 
A(X) = eX” YIL,, r=o=E*(X) (2.44) 
qui est l’esp&e des ensembles non vides. 
Dans le cas general, il serait done interessant d’etudier les relations exac- 
tes entre l’ensemble (possiblement vide) des solutions combinatoires du 
systeme (2.37) et l’existence combinatoire des puissances divisees de 
I’operateur differentiel X9 qui lui est associe. Sous quelles conditions 
(necessaires et suffrsantes) de telles puissances divisees existent-elles? 
L’auteur desire remercier les membres suivants de l’tquipe de com- 
binatoire de l’UQAM: Pierre Leroux, Jacques Labelle, Volker Strehl et, en 
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